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ЛЕКЦИЯ: ПРИНЦИПЫ ЭКСТРЕМУМА 
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
Интерес к 11ршщш1ам экстремума решсншl диффсрс 11ц11-
а.·1ы1ых ура1шсний объясн~ютсм тем. что. нс~-11ер15ых . 1п них 
следует сдипствспность и устойчивость решений краевых за­
дач, <L н с1юю u•1ередь теорема единственности играет рсша.ю-
1цую роль при доказательстве сущсствовашш рt'шенин краевой 
за,'!;ачи метолом и11тегра.лы1ых уран11 сн11il. Во-нторых . OJJи JJОЗ­
вол.шот востроить а;ш1 ·ср11ирующий нроцесс т1111а. lllвapцa / \.llH 
обоснованин существова1шя рсшешш кра.сtlой за.п;ачи ври до­
вольно общих предположениях относительно данных ::~nдачн . 
В-третьих, принципы экстрсмум н. на.ходят приJ\lенение 11р11 пu­
стрt)t)НИИ снектра.льной тt:!uрии краеных зада•~ и устанонлении 
юt•1ественных свuйств решений диффсрL'нциа.л ы1ых урав11L'ний . 
§1. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
второго порядка 
Рассмотрим в начuле простейшее д11ффсрснциа.:1ыюс уран­
нение 2-го поrн1;~к<1. 
Lu = и"(х ) =О, .r· Е (а , Ь). (1) 
где u(x) неизвестная функция одной переменной х. Оnщее 
решение уравнения ( 1) И:Уrсст впд 
и(х) =ах+ ;3, а:, /3 Е R. (2) 
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Решение (2) на ктща.х сегмента. [а, Ь] достигает своих наиболь­
ше1·u н 1н1иысны1н'гu :я1ачс11ий. 
Если а =1- О, то max и и min и достигаются тшн,ко на 
:i:E[a./J] з:Е [а,Ь] 
границе сегмента [а , Ь) (см. рис. 1). Е<.;ЛИ а = О, то и(х) = 
= coнst = {3 и шах н = inin н = ,8 , и эти з1шчсния также 
xE [a,/J] :i·E[a,b] 
дuстигаются па кuнцах [а, Ь]. 
и и 
о: >о 
а ь х а ь х 
и 
а= о 
а ь х 
Рис. 1 
За.мети~~, что 
при а> О: и'(а +О) < О, и'(Ь - U) >О; 
при а <О: н'(а +О) >О, и'(Ь - U) <О. 
Теперь рассl\ютрим общее линейное дифференциальное 
уравнение втuрогu порядка 
Lu = и"(х) + p(x)u'(:r.) + q(x)u = J(x), а< х < Ь, (3) 
где р(х), q(x) , f(i·) -- заNшныс па [а, Ь] 11с11рсрыnныс фупю\ии. 
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Теорема 1 (Внутренний принцип экстремума). 
/. Если всюду на (а, Ь) 
q(.т,) <о J(x) ~О (J(x) ( О) 
или 
q(x) (О 11. f(x) >О (J(x) <О) . 
(4) 
(5) 
то любоr. pemr.нur. и(:~:) урште.пия (S) 'НР. л-ю~nсР.m nА1.ет1, на 
(а, Ь) тnо'Ч.е'У.: поло:ж.;uтпелышго (отрицательного) ло·11:алъно20 
.лtа'/i:с-и.м.у.ма (.м:ин·11,.му.мл) . 
//. Если всюду иа (а , Ь) 
q(x) ( О ·11. f(x) ~О (J(x) (О), (6) 
т.о любое решениr. и(х) уравнення {S} на (а, Ь) не .мо:жст 
и.м.еrпъ rтtо'Ч.ек 11. оло:11снтс.л:ыш20 (о·rпри-цтпельного) ло·t.:ал-ь·1шго 
.макс·и.му.ма (мшиt.л-tума} , когда оно нс обращаете.я. (j пистояп­
ную на (а, Ь). 
Еrдн в обои:с rлуча.яз; рР.шеп11.r. и(х) 11.епрr.ры.впо иа [а, Ь], 
то нши.болыас1>. (наимсиъшr..Р.) поло:J1с11.тr.лыюf'. ( отр-и:цатслъ­
н.ое) на [а, Ь] .'iНа'Ч.Р.'НUР. и(х) Jостпгастся. rп.олы;;о на ктщах 
::nno?.o сегмента. 
Отмстпм , что по nторой тrасти теоремr,т 1 условия (4) и (5) 
объединены IJ ус.:ювия (G), llO 11р11 этом llOЯBЛЯC'l'C>I ДОl!ОЛIШ­
тельпое условие, что решение уравпеню·I (3) не обращается в 
постоянную на интервале (а, Ь). 
Теорема 2 (Граничный принцип экстремума). Пуот.: 
1) q(x) ( U 11 f(x) ~ О ((О) на (а,Ь); 
2) и(х) отпли'Ч.н.ое orn посто.янн01i ре1ш:ние уравнения {S) 
u.:J класса С 1 [а , Ь] ; 
:J) max и(х) = и(хо) > О (шin u(;т) ,__ и(хо) < О). 
~.~ ~.~ 
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Тои)а и'(Ь- О)> О (<О) , сели хо= Ь п и'(а+О) <О(> О), 
если Хо= а. 
Докюатсльствu теорем 1 и 2 приводится в [1 , гл. 3, ~10]. 
Тспсрr, пuюtжсм примсш.:1шс теорем 1 и 2 на следующем 
при.мере. 
Пример 1. Пусть в классе С 1 [а, Ь] существует решение 
и(.т) ура.rшения (3) , rде q(x) ~ О и q(x) :/= О, удовлетворяю­
щее одному нз граничных условий: 
н.) и(а) = ио, н(Ь) = щ (первн.я гранична.я задача); 
G) и'(а) = иu, и'(Ь) = и1 (втора.я граничная задача); 
н) а-1и(а) - J1u'(a) = ио, а2и(Ь) + ;З2и'(Ь) = и1 (третья 
1·рани•ш<Ut задача), r·;~e O:i, ;Зi ·· за,цанные действитслы1ые •шс­
ла одно1·0 знака, i ·-· 1, 2, uo, u1 -- за,цашrые действительные 
•шс.rн1. Дока3ать, •1то такое репrение единственно. 
Решение. Пусть существует два решения и1(х) и и2(х) 
уравпсшш (3), удовлетворяющих одним и тем же граничным 
условиш.1 11а концах [а, Ь]. Рассмотрим их разность и1 (х) -
-и2(х) = и(х), которая удонлст1юряет однородному уравнения 
L(u) =О и нулевым 1·раш1•шым условиям (т. с. ио = и1 =О, 
f(x)=O) . 
Доюuкем , что и(х) =О на (а. Ь). Пусть и(х) ф. О на (а, Ь), 
т. е . суш,ествует х' Е (а, Ь), такая , •1то и(х') i= О. Пусть для 
определенности и(х') >О. Тогда шахu(х) = u(xo) >О, хо Е 
[а,Ь] 
Е [а, Ь]. Поскольку q(x) ~ О и f(x) = О на (а, Ь), то в силу 
теоремы 1 :.шачение и(хо) достигается только на конца.х: сег­
мента [а , Ь], т. с. n то•rюJ.Х а и Ь при условии, •1то и(х) i= coвst. 
В CJIY'fac а) и(хо) = н(а) = О или и(хо) = и(Ь) = О, 'rсго 
быть не может. СледоватеjJьно, и(х) = coпst =Со на [а, Ь). По 
условию функция и(х) не11рерывн<1. н<1. [a, bJ и u(a) = и(Ь) = О, 
тогда н(х) = Cn =О . 
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Пусть вьшо.r:шены условия б). В этом случае в силу ТСОf)('МЫ 
2 и'(а+О) <О при хо= а или ·и'(Ь-0) > О при 1:0 = Ь , кuтuрыс 
прuтивuрсчат ус"1uвию и'(а) = и'(Ь) =О. Turдa и(х) = coнst = 
= С0 . Подставив н(х) = Cu в ураu11с1шс (3) (щс f(.r) =О) , 
получим q(x) · Со = О . Отсюда следует, •1то Со = О, так как 
q(x) ф. О на (а . Ь). 
Пусть ны110лнены ус.11шнш в). Тшла, ~~с .· 111 хо -с.· а , то и'(а) = 
= и(а.)а 1 / /31 > О, что в силу теоремы 2 11r10·1·иворе•1ит н'(а) < 
< О; сели же хо = Ь, тu и'(Ь) = -u(Ь)o:'l/;32 < О , кuтuJIOl' 
песuвмсстимu с всравшrствuм н' ( Ь) > U. 
Таким образом, 1ю всех трех сс1у•шях u(::z.•) = О шt (а. Ь). 
Отсюда в силу нс11рерыв11ости и(;т) на [а. Ь] следует, •по tt(x) = 
=О на [а,Ь]. 
Отметим, что в случае б), если q(x) =О на (а, Ь), то tt(:r,) = 
= const иа [а, Ь]. 
На студенческих uлимшшда.х по математике прсд:нtга.лись 
следующие прпмсры. 
Пример 2. Пуст1, у(х) Е С[О, 1] nC2 (0, 1), у(О) = y(l) = О, 
у11 = ех у; ,:\ОКЯЗа'JЪ, ЧТО у( Х) :::: Q. 
Пример 3. Доказать, что за;~а·ш. у" - х2 у = О, -1 < .1: < 1, 
у(-1) = y(l) =О, имеет только нулевое rешенис. 
§2. Уравнение Лапласа. Гармонические функции 
Рассмотрим ура.вшшие Лапласа 
в ограниченной области D С JR.n (см . рнс . 2) точек ;с 
= ( Х 1 , Х2 , . .. , Xn) , n ~ 2 . 
(7) 
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Рис. 2 
Определение 1. Функция и(х) нюываетс}! гармонической 
в D, если и(::с) Е C 2 (D) и .6'LL(x) :=О в D. 
Теорема 3 (Внутренний принцип экстремума). Если 
фуикчи.я. и( х) .Я(jл.я.стс.я. га.р.Лttо?tu'Чсской н огfЮН-и-ч.еииой обла­
сти D , нсщ1r.рытшй па ;ю.м.кпут.ой области D = D U Г и 
отли"t-н.ой от посто.я:ниоll., то наuболъшее и наи.лtенъшее зна­
чения атой фу11:11:ции по D 'lif .м.02ут дост11.2ат.ы:..я. внутри 06-
JUJ.Cm'Ll D, т. е. эти аначе11:11"я. доr.тшт.ют.с.я. тпол.ысо н.а грп.ни'll,е 
г . 
Следствие 1. Ес.rш фупк·ц·u.я и(х) .я.ш~.я.ипс.я. гар.мопи-чсскоil 
в области D, испрср·ыаиий (; .ю.лtкиутnО'й области D и 11.аибол ·ь­
шсс (пиuмсиъшсс) з1ш•1еиuс по D достигастп mtympu областu 
D, то oнri посто.янн.а в D . 
Следствие 2. Er.лu фун:кч·u.я и(х) Я.t'Jл.я.ется гар.м.онической 
А области D, н. епреры.нной 1ш D u и(х) ~О на Г, то ·и(х) ~О 
в D. 
Следствие 3 (Свойство сравнения). Если фуи·кчи·1J, u(x) 
u v(x) явллттсл гщ1J1юиu•tсскu.лти а област:и D, непрсръtтt·ы­
.м.u. иа D 11 и ? v на Г, то и ~ v в D . 
Следствие 4. Еr:ли фую.:цu..я. u(x) я.вл.я.стся гap.Atoнu•iecкoi:i. 
А D u иепрерывн.тl. ·нл :ю"м:кнутой области D, то при любыз: 
х Е D r:прп.АР.d.л:1юы. очt>нки: 
u)rniнu(.т) ( и.(х) ( rnaxu(x) ; б) /u(x)I ( rnax/u(x)/. 
r r г 
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Следствие 5. Er'.Jlu nor·лrдol'mmPJ1.ыiocm ·1, гnpлtлuuчf~r·кu:r п 
обttпстн D и НР.nрr.рывнъ1.:г R ап..л1.х:щ1то·iL облш:rпu D фун.11:11,11!1. 
схоJится равно.мерно иа границе Г обп.асти D, то :ппа по­
слсJоваrпслыюсrп·ь равио.мсрио с:содитс.я u (Ю (-JCC 1/. ;m.лtXЩ/mo·il 
облает-и. D . 
Теорема 4 (Граничный принцип экстремума Зарем­
бы [2J). Пустъ: 
1} фунх.ц11,я и(х) я.вляР.тся. гap.м.miU"lP.t ' '/i :oй в D , 11.Р.щ1Р.рыв­
ной нп :ю..лt.кнуrпой облаr:т.11. D u отлич1шй от постоя:ни.ой; 
f!} граница Г области D уJоы~етворя.ет уrловию ппроr.т'1 
сфср·ич.носmи u;.mympu 1 
8} ш~ и.(х) = и(хо), (n!i_п ·и(х) = u(xo)), хо Е Г. 
D D 
Тогда, если в то•~кс х = хо r:ущсстауст. прои.:юодная по 
внешней нор.л~али N 11: границе Г обласrпи [), то 
аи 1 
-,-, >о 
r) ,7\ х=.сто (<О) . 
Доказательстно теорем 3 и 4 лривоN1ТСЯ н IЗ, с.. 12G - 131; 
с. 149 - 153]. 
Рассмотрим дне и:_шестпые ютщ;с:ичсскпе ·3алачи. 
Задача Дирихле. Ilaйm·u н области D рt:ше.пш: и(х) 
ининсп·и.я. (1), иепрсры.и11.ос и D и. уdоолсm<юр.яющсе гранuч­
ио.м.у условшо 
·и(х)Jг = f(x), х Е Г, (8) 
где f :щdа.11.11.а.я. , по ·~;paй11.r"1i . . мrpr , неr1рrрыАн.о.я фунхци.н. 
1 Гранш1а Г области D С !R" , п ;::: 2, у;\uилетиоряет ус;ювию ('Tporoii 
сферичности изнутри, сели для каж:1ой точки у Е Г можно коснуты;я 
шаром В, целиком лежащим н D, т. е. сущестиуст шар В, такой , что 
В n Г = {у}, В С D . Jl.анное rеометр11чсское усло1ше выполняется , если 
новерхность Г Е с• . 
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Теорема 5. Если существует. решение зада:ч,и Дирихле 
д.л,я уравненил Лапласа, rn. с. задачи (1), (8), то оно един­
ственно и устой.чuво. 
Доказательство. Допустим, •1то существует две функции 
и1 (х) и и2(х), .Уi~ОJ3летвор}!юtцих всем условинм за,ца•1и Дири­
хле . Рассмотрим разность этих функций и(х) с. и1(х) - и2(х) . 
Функцю1 и( х) удоилетвор}!ет следующим условинм : 
1) и(х) Е C(D) n C2 (D) ; 
2) 6'И(х) = 6(ui(x)- ·и2(х)) = 6·и1(х) - 6·и2(х) =О в D; 
З)u. (x)lr = [и1(х) - ·u2(x)Jlr щ(х)!г - 1t2(х)!г = f(x) -
- f( .т) :=О. 
Значит, фуJJкция и(х) является гармони•rсской и области 
D, ненрерьшной .в замкнутой об.'lасти D и и(х)/г..,,, О. По до­
казашюму выше принципу экстремума, ma..x и и min и дости-
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гаются на границе Г, а ня. Г функция и(х) =О. Тогда и(х) =О 
в D. т. е. и1(х) = и2(х). 
Пусть и1(х) - решение задачи (7), (8) при граничной функ­
ции /1(х), а 1t2(x) -решение задачи (7), (8) при функции f2(x). 
Тогда разност1, и1 (х)-и2(х) является решением зn,цачи (7), (8) 
с 1 ·раш1•шой функцией fi(x)- f2(x). Пусть для любо1·0 Е >О и 
при нсяком х Е Г снране1,;ш1ю неравенство lf1(x) - f2(x)I < е . 
Тогда в силу следствия 4 для ра.зности 1t1(x) - и2(х) справед­
лива оцtшю-1. 
lu1(x) - 1t2(:z:)j ~ max !и1(х) - и2(.т.)j =шах lf1(x) - f2(x)I < €. г 1' 
А это означ.ает устойчиность решения за;\а•ш Дирихле д.11я 
уравнения Лапласа. 
Задача Неймана. Нп.йти в обллсти D peшP.nv.e и(х) 
урав'Н.е'Н.UЯ (7) 'UЗ класса С 1 (D), уJоtиtеrпвор.я,ющее гpa1LU'Ч.1-LO-
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.м.у услотtю 
8'U 1 DN г = _q(x), (9) 
где _q( х) ··· ;юдттпя, пи ·n:рай.исй .мере, нспрсрытш.н фуи·h:'Ция . 
Теорема 6. Если существует. решение .тда•ш Нсrt.лtанп, 
т.. е. :ида'Ч.и {7) u {9} , т.п оно опрсдсля.стr:.я r. точ.ипппыо до 
постоя.нн.ого с.л.агас~tшго. 
Доказательство. Пусть существует ;\ва решения 'U 1 (;r;) и 
и2 ( х) ·идачн Нсймана. Рас:.тмuтрим их ра:яюсть и( .z:) = и 1 ( х) -
-н2(х) , 1<0тuрая прИШV\.llСЖИТ классу C 1(D)nC2 (D) , ЯП.'IЯСТСЯ 
1 ·армош1•1сской н обJ~асти D и на Г удош1с·1 ·нuрJ.Jст <.щ1юрuд11uму 
1 ·раtШ'JНОМ,У УСJJСНШЮ 
Du J D(н1 - ·и2) J д·и11 O'U2 / дN 1· = дN г = Div" г - дN г = g(x) - ,q(x) =О. 
Пусть функция и( х) тuждсстнсшю нс равна ~юстоюшой в 
области D. Поскольку 1t(x) Е C(D), то существуют точки 
х1,х2 Е D, такие, что н(х1) = mi\Xu(x), и(х2) = щ.iпи(х) . 
D П 
В силу стрu1·01·0 ш1утрсннс1·0 11ринци11а экстремума NШ 1·ар-
мош1•1сских функций Х1, х2 tf. D и х1. х2 Е Г . На оrнованни 
1·ра1шч1ю1·0 11риицш~а экстремума 
ди 1 ) 
- >( дN х=х1 и 
Du 1 -;:---т < о. дЛ :r=:r2 
Последние неравенства противоречат гrаннчНОУl)' условию 
~Jг = О. Следовательно, и(х) = const в D. т. с. и1 (х) = 
= и2(х) + con:,;t .. 
Рассмотрим примеры И::3 студенческих u.1и.мпиад . 
Пример 4. Пусть функция и(х) является гщ1ышш•1сской 
.в о6J1асти D, не11рсрынной н замкнутой обJ1астн П ·:::: /JUГ 11 
иlг "" coвst. То1да •1ему равна функ1щJ.J 'И( х) 1щутр11 ofi.11acт11 
D? 
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Пример 5. Пусть комплексная функция f(z) ашuгитична в 
облн.сти D и 1н.~прсрьшна па D = Du Г. Докюать , что f( z ) = 
coпst в D, сели Jшf(z ) = cunst или Rcf(z) = const на 
г. 
§3. Линейные эллиптические уравнения общего вида 
РR.соютрим лиффереrп~иалыюс уравнение в частных про­
изuодпых 2-го IIоридка 
п a2u 11 Du 
Lu = L aij(з:) [) [) _ + L bi(x) дх · + с(х)и = f(x) (10) 
. . l Xi Хз .;= l t 1,]= • 
в 01 ·рани•1 ен~юй област11 D С Rn , п ~ 2, с 1·раницей Г, где 
ai1 (x ), Ь1(х), с(х) и j'(x) :-ш.дн.ны и непрерывны в D, при этом 
a1j( :r:) = a7i(x) ;~шr любого х Е D . 
Пусть лш1 люGuгu х Е D соответствующая ква,дратичная 
форма 11рн любом t = (t1 , t2, " ., tп) Е Rn \ {U} 
п 
Q(t1 , t.2, " ., tи) "'""" L Uij(x)ti tj > О . 
i,j=l 
(11) 
Условие ( 11) 0:31шчает, что уравнение (10) в области D является 
ЭЛЛИllТИЧССf<ИМ . 
Теорема 7 (Внутренний принцип экстремума). 
Пус·ть 
1) ocюrJy / j D 
с( х ) < О и f ( х) ~ О ( ~ О) 
11.ЛU 
с(х ) ~О и f(x) > О ( < U) ; 
2} и(х) Е C(D) n C2 (D) и Lu =: J(x) в D. 
( 12) 
(13) 
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То?да. фу11.кц11..я. и. (х) ни А од11.01i. rп. оч:х:е обл.ппп.и D нс 
.мо:исет, дос1п11.?пли, noлo:-нr.um.r'.Л. 'h?t.oгo .11.ока.лы 1. 1J?О .,\./д'11·r:11 .му.лщ 
(от.р~щате_11, ·ьного ло'/i:ал:ы-1,ого .лt1й1:11,.л t:t;.лtо.), слеJонп:телыt.о, н.ап­
бол:t1UJ.се (j D поло:11с11.тсл11нос ;nшчснис (наи.м.спьшсс (j D тп­
ршцатпслыше :знач.сии.с) достшт.стс.н, нюлы1:0 на ~ртище Г об­
ласти D. 
Естествсшю 1.юзникает нuнрос : 11с .1н.зя ли объединить ус.1ю­
вия (12) и (13) в одно: 
с( х) ~ О и J ( з;) ~ О ( ~ О). 
Для этого введем понятие рn.вномсрпой эллиптичности опера­
тора L (см. ( 1 О)) . 
Определение 2. Уравн1.тие ( 10) или оператор L называ­
ется. ранпо.лtсрпо :J.f1.!t·u. 11:m:tL"tf.C 'l\,Н,,Лt (:j ouлacmtL D' CCJIH существу­
ют ПОЛОЖИТСЛЫIЫС ПОСТОЮIНЫС ko п k1 ' такие. 'fTO ;rлн всех 
х Е D uы1юл11исто1 оr~спка 
2 2 koltl ~ Q(t1,t2,".,tн)::::; k1lll. (14) 
1 1 / 2 " 2 где t у t 1 + t~ + ". + /.11 - - расстоюшс от центра О до то•rки 
t пространства .IR11 • 
Уr~шпспие Лн.11шtсn. (7) во всем 11rострn.11ствс .IR11 ян.:1нется 
равномерно элл:иптпчсским, тпк ю1.к Q(t1, t2,""t 11 ) = 1tl 2 . и в 
ОЦt:'НКС (14) В ЮtЧССТВС ko И k1 МОЖНО ВЗЯТЬ /..:11 = ki = 1 ИЛ! 
ko = 1/2, k1 = 1. 
Определение 3. По;~ рtтуляр111.1м п об:шспr П рстсппсм 
ураш1е11ия (10) бу;~ем 1ю1шмать фу11к1~ию и(х), удов.'lетворюо­
щую условиям: н(х) Е C(D) n C2 (D) и L1t(x) =: f(x) н D. 
'/t 
Теорема 8 (Принцип Хопфа - Олейник (4, 5]). Ц11t ·т1, : 
1) onr,pamop L явJ1..яr,тrя. рп.вио.лtсрно .'"!J/.1 1. 11.nm. 11. ч.et"Kuм. п D 
с( х) ~ О tt J( х) ~ О (::::; О) и D; 
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2} и(х) - регулярное в D решение уравненпя. (10). 
Тмда Фт-1:кц·11.н. ·и(х) ни в т)иой точке области D не мо­
э1сет достигать полоЭ1Сите.л.ьного локалыиго .макси.мума {от­
ри't{ШТU'-'t·ыwго ло'Л:алышго .мuпилtу.ма}, сели опа ис обращается 
в постоянную в л.106011. подобллст:и области D . 
Теорема 9 (Граничный принцип Жиро - Олейник 
(6, 4)). Пустъ: 
1) выполпепо ус11.овие 1} rпеорс.м-ы 8; 
2) ·и( х) · · pF: гy.f/,ЯpHoF. в D решение уравпени.я ( 1 О) , нr.пре­
р·ывное вплоть до гра1тц·ы обласrп·и D со свои.л-t·и -ч,астнъ~ми 
проttаводпы.ми первого поряд'/\,а ·и и(х) ф const в любой поdоб­
.rшст:и области D ; 
3) гранuщ~ Gamma области D удовлетворяет. условию 
r:трогой r:!fjepu·•1.нocm:1t ·11.:m.umpu; 
4) П!Q.хи(х) = и(хо) > О (mlп и(х) и(хо) < О), хо Е 
D D 
Е Oarnma . 
Тогда д.л,.я любого паправлеиия l , исходящего из то-ч,ки Хо и 
удоилсrrиюряющсго услоиию cos(l, N) > О, ·и.мест место нсра-
и сие тв о 
ди(хо) > 0 (< О). дl 
Докаэя:гельство теорем 7 ··· 9 можно найти в работах самих 
н.втuрон [4 - 61 или монографии [7 , с. 28 -· 32J . 
Нн. оснuвании теорем 7 - 9 можно доказать теоремы един­
стnенности решений задач Дирихле , Нсймапа и Пуанкаре /~:ля 
уравнения (10) в области D. 
Естественно возникает вопрос о справедливости теоремы 9, 
когда не выполняется условие 3) этой теоремы. 
Р~ссмотрим ур~внение (1!1) в uблн.сти D с угловой точкой 
у (см . рис. 3). 
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у 
Рис. 3 
Теорема 10 (Граничный принцип Надирашвили [8J). 
Пуст:ь: в ·ыпuлu.ен·ы услови.я. 1), 2) u 4) тсорс.м-ы 9: ?-рапи:ци Г 
области D удовлетворяет условию к011.усности u:mympu 2 . 
Тогда в любой окрестпости П С Г тпо-ч,ки ха найдетпсл тл•~ка 
х' Е П, такая, 'Ч.mо 
диl О 
- > Dv х=х' (<О). 
Теорема 11 (9). Пустъ: 
1) виполнени все условия теоре.м.1.1. 1 О .ю. исключР.Н.UР.лt. то­
го, что .1ллuпти-ч,еский оператор L не обя.:юm.Рлы~п я.вля.r:тr:я 
равно.мерно :J.r1.1tunm:u. ч сски.лt (~ D (т .. е . yprшueuuc (1 О) .ни:т:ст. 
быrпъ выро:ж:дающи.мся в D ).: 
71 
2) L bix, ~ К · с(х) вD ; 
i = 1 
3) нп, цю.ииче Г R проколотой п11~реr;т1-ин :тпи угловой mo"i·к·u. 
п 
у : L nibi ~ О, гdе n i - компоненты вr:ктпора. виеш.11.ей нор.мал.и 
i = l 
к Г \ {у} и К = const > О . 
2 Гра:ница Г удовлетворяет условию ко11ус110<~ти изнутри , если сущ<'­
ствуют посrоянные h. > О , а Е (О , 1/2) и непрерывное векторное поле 
v(x) на Г , такие, что для любой точю1 у Е Г конус с верш11ной R точке у 
высоты Ji, углом раствора 2о и осью, направленной пu ·i•(x ) целикuм , кро­
ме вершины, лежит в D . В частности . условие конуса ныпо:1нс 110, когд;~ 
ГЕ С1 , т. е . для областей с ЛJlllUIJЩeвoii 1 ·ран11цеi"1 1· 
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Tot>(Ja r:11равР.длшю :и'li:.11.ючP.uuc теорР..,wы На.дщтшвили. 
Если в уравнении (10) bi(x) = О , то услuвия теоремы 11 
нсег;~а выrюлнены. Отметим также, что теорема 11 на.ходит 
примс11с1111с к теории вырождающихся ураннений смешанного 
тина. 
Замечание 1. АнаJюп1 теорем 7 - !) получены ДJrн уранне­
liи й 11аработ1 чеf-:ко1 ·0 пfщ!., н частности, дш.r уравненю1 теплсr­
пршюдности [З. с. 180 · 1831, [10]. 
§4. Принцип экстремума решений уравнений 
гиперболического типа 
Рассмотрим уравнение п~пербuлическш·о ти па 
Lou = ие,71 +а(Е,,17)щ, + Ь(Е, 17)-и,., + с(Е,, ry)u = J(E, ry) (15) 
u хар~u<тсристическоl\·1 треу1·ш1ы111ке д (см . рис . 4) , ограничен­
ном отрсзю~.мн прямых Е, = О , 7J = Е, и 17 = l. 
ri = / 
С01-------....в11 
л 
Рис . 4 
Пусть Ао = (О , О), Во = (l , l) , Со = (О, l) - вершины тре­
уголыrию1 д ; оЦ, 17) = а((, 17)J(E,, 17), ,В (Е,, 17) = схр J Ь(Е, , 17)<1{ , 
h(E, , 17) = а~(Е,, ТJ) + а(Е,, ry)b(E,, 17) - с(Е,, 17), 
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Пусть функции а(~, 17) , а~ ( ~, 17) , Ь( ~. 17) и с(~. 17) нспrсrьш­
ны в Л U АоСо и при (~-1/) Е Л удun.-н.'твuряют uд11щ1~· 1п 
следующих ус11u1шй : 
{ 
h(~.17) ? U, 
а(О, 17) + f ;З(t. 17)c(l , 11)rll > О ; 
о 
~ 
а(~, 17) - ! f3(t, 17)ih(t, 11)idt > О. 
о 
(1()) 
( 17) 
Отмстим, что u ус:ювнях ( lG) 11 (17) 1111тс 1·рн.л ы1ыс 1н:ра-
1~енстна могут быт1, lf('CTJ)()ПIMИ (т. е. ? О), но в этом c. : 1:y"1::t1~ 
на каж;,ом отре:iке [О,~] ха.ра.ктерист~ши ·11 = coпst множество 
то'rек, в которых li(t, 17) = (), Пi\tеет :-.repy нуль. 
Предполагается , что права.я чш.:п, J(~, 17) интегµнруема 110 
~ па каждuи отрезке [О , ~о] хи.рактсрпстикп 17 = l]o, О < ~о < 
< 11o <l . 
Определение 4. Ре1·у.; 1ярным решением урат1с11ш1 ( 15) в 
ООЛ<J..СТИ Л HR.>OBCM фуНКЦИЮ и(( 17) , УД<>НJН~ТНО\)>IЮЩ.УЮ УСЛО­
ВИЯМ: 
1) ·и Е С ( Л) /\ С 1 ( Л) , щ11 Е С ( Л) , Ео·и = J в Л: 
2) щюизв()()ная u 11 щ:nр(·р-ы.иии и.а .. \1.но:11сест.1; е Л U . ...\.оСо . 
Теорема 12 (Принцип экстремума). Пусть: 
1) ки:хfхfтциснты ?JJXLIЗ1LC1tlLЯ ( 15) uliшduium ouuнcчcmшii. (J'IJL-
щe гладкостью и удовлеrпворюот услотпо ( lG ): 
2) f ( ~, 1/) ~ о ( ~ о) fi л : 
:з) u(~.17) рсгул.я.рнпР. R Л рр·шспие ураm1Р.11·11я. ( l.'"i) , J)lu;uoe 
нулю нп. :r:щю.кmF.pt1.cm1Ln~e АоСо. 
Тигdи, cc.tiu. n~u(~ , 17) >О (1'J!inu(€.11) < О). uш шахи 
л ~ ~ 
(mJ_n и) dоr.тигпетпс.х нп отрезке АоВо . 
д 
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Теорема 13 (Принцип максимума мод.уля). Пуст1,: 
1) коэфrfтцuр,нrпы. щю.впепия ( 15) обп.т)ают. от.1не·ч.р,1шой въ1.­
w.с гладкостыо н уJовлетворяюrп условию ( 17); 
2) !(~. ТJ) =о (:J л; 
3) и(~, 17) - рсгул.яриос pcw.cnuc уравнс111JЯ (15), равное нулю 
на .таракт.ерпrrпике АоСо . 
Тогда. если m_o,x 1и(~,17) 1 > О, rno он достигается на отпрез­
л 
кс АоВо. 
Доказательство теорем 12 и 13 приведены в работе [11]. 
Замечание 2. Принцип экстrемума для уравнения (15) 
впервые был устш-ювлш1 в [12] при условиях: и11 (0, r7) ~ О (? О), 
i- 2 - --и Е С (Л) nC (Л), Lou ~О (?О) в Л \АоВо; а, а~, Ь, с Е 
Е С(Л); а? О, 11 ? О, с? О в Л. 
§5. Принцип экстремума для уравнений смешанного 
типа 
13 теории уравнений смсшап11ого типа первой граничной за­
да•1сй являетс}1, так нmываемая, задача Трикоми 110 имени ита­
льянского математика. Ф. Три коми ставил свою за,п,ачу для 
.УfН1ВПеШIЯ 
YUxx + Uyy =О. 
Ф.И. Фрапкль впервые обнаружил весьма важные прило­
жсшш :"щдач11 Трикоми для уравнения Чаплыгина 
К(у)ихх + 1Lyy = О, 
где К(О) = О, К'(у) > О, и других родственных ей задач в 
газовой динамике - в теории установившихся околозвуковых 
тс•1сш1й. Длн 11ростоты изложения злее~, рассмотрим задю1у 
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Трико.ми ДЛ}( модельного урав11сш1}( смеu~а1111ого типа 
Uxx + sgn у· Uyy = U, 
которое дл.н упрощсню-1 исследова11ш-1 1·раш1•шых за,да•1 длн 
ураннений смс1шtнн01·0 тина было 11µсдложеао J\il .A. Ланрснтье­
вым . Детальное иссле,сJ,ованис за"•~,ачи Трико.мн и се раэ:шчных 
обобщений для данного уравнения прове.:т А.В . Бица,.' ~зе. 
Рассмотрим уравнспш~ Jiаврснтьсва - Бицад~.:!с 
Lu = Uxx + sgп у · Uyy = О (18) 
в области D, огр(\.ниченной кусочно-гладкой кривой Г, ле­
жащей в полуплоскости у > О с конц<'tми в точка..'<: А(О , О) и 
B(l, О), и хu.рактеристшшми АС(х ! у = О) п С В(х - у = 1) 
уравнения (18) при у< О. (см. рис. 5). 
v• 
- 1 
с 
Рис. 5 
---· х
Обозначим через D+ -се D n {у> О}, D_ = D n {у< О} . 
Задача Трикоми (Задача Т). Нl\йти в об.1асти D функ­
цию и(х , у) , удовлетворяющую условиям : 
и(х, у) Е C(D) n C1(D) n C2 (D+ u D_) ; (19) 
Ltt(:r , y) :=О , (х,у) Е Dt u D __ ; 
и(х , у)lг = 9(х, у), (х , у) Е Г; 
(20) 
(21) 
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и(х, у)lлс = u(:r, -х) = 'Ф(х), О~ х ~ 1/2, (22) 
где <.р(х, у) и ·ф(х) зада~шые достато'ШО гладкие функции, 
нрпчем <.р(О , О)= 1,1>(0). 
Отыстим. что ~г1 условия (19) следует, что 
lim и(х, у) = liш 1i(x, у), О~ х ~ 1; (23) 
у-о--о у__,о+о 
lim иу(х, у) = liш uy(x, у), О< х < 1 (24) 
у--~О-0 у---•0+0 
илп 
и(х, О - О) = и(х. О+ О) = т(х), О~ х ~ 1; (25) 
иу(х, О - О) = иу(х. О+ О)= v(x), О< х < 1. (26) 
Условия (23) и (24) или (2.5) и (2G) 1шзr,шаются условиями 
склеиuания н .•ш со11ряжепи}1. Линия у = О называется линией 
перехода или линией изменения тип~t уравнения (18). На этой 
:шшrи не требуется выrюлнения уравнения (18) . 
Теорема 14 (Принцип экстремума А.В. Бицадзе 
[13J). Если фун-к-цu.я -н(х, у) уJо(jлспизоряеrп услови.я"м {19), 
{20) и и(х , у) = О на xapm.:mr.pucrnшce АС, то m1!-xu(x, у) 
D 
(щ_о.хи(х,у)) Jос-rпигп.еrпс.я, на '/\:ривой Г. 
D 
Доказательство. Пусть u(:r:, у) достигн,ет r'лоба.льногu 
l\1акснмума по П н rrекоторо\1 то•rкс Q Е D, т. е. m_o,x 1t(x , у) = 
D 
= 11.(Q) , Q Е D. Ha.;~u дuка.зать, что Q Е Г. 
13 област11 D+ фуrrю~ю1 1i(x, у) яnляется гармонической. 
Тогда в си.: rу 1шутре1111с1 ·0 11ршщина экстремума дл>1 1'армопи­
ческ11х функций точка Q (j_ D+. если и(х, у) ф const в D+, 
т. е . Q Е Г U АВ . Ilусть точка Q Е АВ, тогда Q = (хо, О), 
О < хо < 1. В 0Gт1.сти D __ для уравнения ( 18), т. е. уравнения 
струны 
ILxx - Uyy = О (27) 
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рассмотрим задачу Дарбу с данными: u(x, О - О) = т(:r), О ::;::; 
х::;::; 1; и!Ас = и(х, -х) =О. О~ х ~ 1/2, где т(О) =О, т(.т) --
зада.иная функци>1. Как известнu. если т(х) Е С[О, 1] n С2 (0 , 1), 
т(О) = О, то решение зада'ТИ Дарбу для урав11сш1я (27) ощн~i~е­
ш~:ется формулой 
и(х, у) ·== т(х +у). (28) 
Отсюда виднu, чтu (см. рис. 6) 
mn.x:u(x,y) = шахи(х,у) = max т(t). 
1~ л-в 0::-:;1~1 
yi 
Ак--- · ··~'Ю 
1 V"x+y=I 
1 с 
Рис . G 
• х 
Из формулы (28) вычислим иу(х, О - О) 
точке (хо, О) 
иу(хо, О - О)= т'(хо) = О. 
т'(х). Turдu, в 
(29) 
С другой стuрuпы, в си,;~у граничнuгu принципа. экстрему!\ш. 
для пtрмuнических функций uy(Xo, О +О) < О, чтu па основа­
нии равенства (26) протинuрсчнт (29). СJ 1с;~urн1тслыто, то•1ю1 
Q (/. АВ, и остается случай, коrла Q Е Г. Ес;ш и(х , у) =Со "'" 
= const в D+, то u(.r, у) =Со на D. Ilоско.11ысу и(х , у) Е C(D) 
и н = О шt АС, то Со = О. Следова.телыю, это ·.ша.•rепи<' ;~:ости­
гастся всюду на D, в частнuстп на гранинl' Г. 
Следствие 6. Пуст·ь нътолн.епы услоmLя. mr.opr..лt ·ы Ц. То­
гdи dл.я л~обьи; (х, у) Е D с11раы:Jли(j-ы uцс11:л:п: 
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а) mjn и(х, у) ~ u(x, у) ~ m_o.x и(х, у) , 
г г 
б) lи(:т, y)I ~ 11'1с~ lи(х, Y)I. 
г 
Следствие 7. Пусть въ~полнеиъ~ услови.я теоре.л..~ы 14. То-
гда ес.лн и(х,у)? О (~О) иа Г, то и(х,у)? О (~О) в D. 
Доказательство. Пусть существует точка Q1 Е D, такая, 
что u(Q1) < О. Tor;~a п~н и(х , у) = и(Qо) < О. По теореме 14 
D 
точка Qo Е Г, чтu противоречит условию и ? О ш1 Г. 
Теорема 15. Если cyщccrn.tJycm. рсшспис аадачи (19) - {22), 
то O?tO cдuitCUIOCH1tO. 
Доказательство сле;(Ует из принципа экстремума. Пусть 
суrцестнуют /\На решения щ (х, t) и tt2(x, t) задачи (19) - (22) . 
Тогда их r11.:шость и(х, t) = и1(х, t) - u2(:z:, t) удовлетворяет 
ус:ювия!\1 ( 1!)), ( 20) и 
u(:r,y)IAc = u1(.т,y)IAc - u2(x,y)IAc = -ф(.т)-1/;(х) =О, 
и(х, у)lг = н1 (х , у)lг - u2(x, у)/г = <р(х, у) - <р(х, у)= О. 
Поскu:1ы<у для рюности u(x, у) выполнены все условия тео­
ремы 14, то H!QX u(x , у) и н!!п и(х, у) достигаются па кривой 
D D 
Г, а там u(x , у) 0= О . Следовательно, и(х, у) = О на D, т. е. 
щ (х, t) :::::: и2(;с, t). 
Теперь рассмuтрш.r .•шнсйпое урависпи(;) смсшашюго типа 
общего nи,;1,а, т. с. ураnпсшrс 
Lu = К(у)ихх + Uyy + Аих + Виу +Си= F, (30) 
где yl\(y) > О при у =1- О, К(у), А(х, у), В(х, у), С(х, у), F(x, у) 
- з;.щанные дост1tтuчво-гладкие функции, в области D (см. 
рис . 7), ограптгrсппой простой кривой )Кордана Г, лежащей 
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в полуплоскости у > О с концами в точках А = (О, О) и В = 
= (l , О), l > О и хRрактеристиками 
у у 
АС:~= х+ ! J-K(t)dt =О , 
о 
СВ: Т/ = х - j J-K(t)dt = l, 
о 
у 
с 
Рис. 7 
где К(у) Е С[ус, O]nC2 [yc, О[, Ус ордината то•1ки С ураннен11>1 
(30), при у< О, и следуюш.ую краевую задачу. 
Задача Трикоми (Задача Т).Найrпи фун.кцшо и(х. у), 
удовлеrпвор.ют1шю yr.11.om tJl..лt: 
и(х, у) Е C(D) n С1 (D) n C 2 (D+ u D_ ); ( :Н) 
Lи(з.: , у) = F(x,y) , (х , у) Е D + u D_; (32) 
и(х , у)= ср(х , у) , (;-r , у) Е Г ; (33) 
и(х, у) = 'l/J(x, у) , (х , у) Е АС, (34) 
где <р ·и 'lj; - задан.ние Jостаточно глаuкае фун·t.:чин, ip( А) = 
= 1/!(А)' D+ = D n {у> О}' D_ = D n {у< U}, 
При исследовании задатш Т и других апалопРшых крае­
вых за,цач важную роль играет нршщип экстре~1ума. В11 ерные 
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щшнцип экстrе!'vrум11. был сформушrровш1 в 1950 год.у А .В . Би­
Щ\i.1.Зе [13] для уравнения (30) при К(у) = sgпy , А= В= С= 
= F = О (см. вышс тсuµему 14). На гuд позже этuт принцип 
был пuлу•юн в рабuтс )Ксрмсrш и Ба.дера [14j для уравш:ния 
Трико.мн, т. е. NI>l ура1шс11ю1 (30) нри К(у) =у, А= В = С = 
=: F= О. 
В 1!)52 го,цу н сноей ;~иссертации К.И . Бабенко [15] J~сжа­
зал справед:швость принципа экстремума для уравнения (30) 
в ш~кuтuрuм классе егu обобщенных решений при К(у) = у, 
А(х, О) = В(х, О) = О , F(x , у) = О и достатuчнu мшюй длине 
:шпи11 изменения типа уравнения. 
В 1053 году в работе А1·.мо11а, Ниренберга и Проттера 
!I2J был устанонлен принцип экстремума для пшербо;1И'1еских 
уравнений и на его основе пµшщип экстремума для уравнения 
(30) при достаточно снльных ограничениях на коэффициенты 
в uбла,сти гиперболичности и класс решений. 
Д<u~ьнейшие исследuвания в этом направлении велись 
C.S. Moнl.\vetz. [lGJ, С.П. Пуш,киным [17, 18], IЗ.Ф. Волко;щ­
воnым [Ia ···· 21], M.:t\1. Смир110ным [21], М.С. Салахитдино­
вым [22], И.В. Майороным f23j , Т.Д. Джурае1:1ым [23] , [24] 
Ю.М. Крикуновым [26], М.Е. Лернером [28], К.Б . Сабитовым 
[11] и другими матем<~.тиками. В осноююJ>.1 исследования про­
вuдились по двум шшравленш1м: 
1) устшювлсrшс принципа экстремума для общих уравнс­
ш1й смс111а11но1 ·0 ти11а с o"11101i линией изменения типа с це­
лью ослабления тех 01·раш1•1сший , которые возникли в работах 
К. :И. Бабенко и Агl\юна, Ниренбер1·а и Проттера; 
2) установление принципа : экстремума для исследованю1 3а­
дачи Т и других аналогичных краевых за.дач дл.н известных мо­
дельных уравнений <.:мсш<.шного п смешанно-сuставнurо типuв 
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с одной или несколькими линиями 1пменения типа. 
Лемма 1. Пуспи,: 1) в областп D+ 1т.·хfхfтчиенты урпв­
ненu.я. (30) ограни'l./,ены и С(х , у) ~О ; 2) и(х , у) Е C(D+) n 
n C 1(D+ u АВ) n C2 (D+) '/J, Lu = F ) о (~ О) (j D+; 3) 
шахи(х,у) = и(хо,О) >О (I_!!inu(x , y) = и(хо , О) < О). О < хо < 
D+ Dt 
< l. Тогда 
liш иу(хо, у) = uy(xo, О+ О) < О (> О). 
у--+0+0 
Определение 4. Ре1·у.:mр11ым в области D решением урав­
нения (30) назовем функцшо и(х, у) , удовлетворяющую усло­
виям (31) и (32), и, кроме того, u,7 Е С(Л U АоСо). 
Теорема 16. Пустъ: 
1) коэifхfпщиенты уравнения. (30) в обла.сrпи D+ огро:ни•1.е'Н:ы 
и С(х,у) ~О ; 
2) коэффии;исшпъ~ уравнени.я. (30) в об1~астrт о_ (j :1.:арак­
теристu·ч,ески:с кoopiJ-uuama:J: ( ~, Т/) удоилстпворяют ус.ловu.я . .лt 
теоремы 12; 
3) F(x,y);;;:: О (~О) на D+ U D_; 4) и(.т,у) регулярное 
в D решею1р, уравнР.н11.я. ( 30), рпвное нулю на .тарп:r.;теристuкР. 
АС. 
Тогда, еслu m_o.x и(х, у) > О (mjп и(х , у) < О), то шах и 
D D D 
(m_in и) достигаете.я на кривой Г. 
D 
Теорема 17. Пуст~.: 
1) коэффичиенты уравнею1.я. (30) R области D + огрп.н11•1,ены 
иС(х,у)~О; 
2) коэффиц·иешп·ы уравнеии.я. (30)в обласиш D_ в харак­
теристи'l./,ескuх координатах ( ~, Т/) удоилитиюр.я.ютп услови.я..м 
теорем:ы 13; 
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3) F(x,y) =О; 4) и(х,у) регулярное в D рР.1ш.ние урав-
нения. (;.Ю) , раmщр пулю на харакrти';риr..тике АС. 
Тои)а, ССЛ'/.L I~X lи(х, Y)I >о' то этот. максимум. uocmuгa­
D 
стся. nrt dугр, Г . 
Следствие 8. а) Ec.11.u вь~полнены условия теоре.лt'Ы 16 11. 
F(x, у) =О, ти Jл.я. л·юбт'l тич.,,;и (х, у) Е D спfХLвr';длива о-цен-
·ка 
mjnu(x,y) (; и(х,у) (; Шi1хи(х,у). 
г г 
б) Если выполнены условия. теоремы 17, rno дл.я. любой то•1.­
ки (х , у) Е D 
lи(х, Y)I (; ШitX lи(х, Y)I. 
г 
в) Если коэtfхfтчиенrпи yparm.eю1.J1. ( 30) удовлетворюот 
услови.я.л~ mсоре.л~ ·ы lб или 17 и в классе регулярнЪl.Х в D ре­
шений урштси:и.я. ( 30) cy·щccrn(jycrn pcшcmtc заJа'Чи ( 31) - ( 34), 
ти ии.о и)инстосиио. 
Следствие 9. Пустъ: 1) ко:Jффицv.ситы уравнения (30) 
удовлствор.я.ют условu.я.м 1) u 2) rпеоре.мы. 16; 2) F(x, у) (; О 
(F(x, у) ? О) ш1 D+ u D_ ; 3) и(х , у) рР.гуляр'Н.ос ре111,ею1.Р. 
тю.вн.Р.1tи.я. (30), pamtoP. нулю на ЛС . Тогdа 
1) ссл·и 1L ? О ( ~ О) на Г, то и? О (::::;; О) в D 
:.! } r:r.лu и > О ( < О) 1щ Г , то и ? О (::::;; О) в D ·и и > О 
(<О) в D+. 
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